Markow-Ketten: Wie man Praktikanten aus der Schule
mit stochastischen Inhalten beschaftigen kann

ALBRECHT GEBHARDT UND MANFRED BOROVCNIK, KLAGENFURT

Zusammenfassung: Dieser Beitrag gibt einen Uber-
blick iiber ein Ferialpraktikum, das im Sommer 2011
am Institut fiir Statistik der Universitdit Klagenfurt
durchgefiihrt wurde. Die beiden Praktikanten imple-
mentierten einen Textsimulator, der das Prinzip Mar-
kowscher Ketten héherer Ordnung zur Anwendung
bringt. Wir zeigen auch Anwendungen von Markow-
Ketten auf, die — im Hintergrund — die Motivation der
Praktikanten mitbestimmt haben.

1 Die Ausgangslage

Markow-Ketten vereinen zwei vordergriindig kon-
trare Sichtweisen, namlich Muster und Zufall. Diese
stochastischen Modelle werden in den Anwendungen
immer wichtiger. Wenn man junge Praktikanten an
die Universitdt bringt, so kann man sie auch dadurch
begeistern, dass man ihnen etwas beibringt, was spé-
ter im Berufsleben als Mathematiker unabdingbar
wird, ndmlich Programmieren oder Programme an-
passen. Wenn das zusétzlich noch einen motivieren-
den Hintergrund hat, umso besser.

Muster und Zufall

Der reine Zufall wird vielfach durch folgende Eigen-
schaften beschrieben: Zufall ist ein Sammelbecken
fiir Phdnomene, welche geprégt sind durch ein Feh-
len von Mustern, eine fehlende Kontrolle {iber die
Ausginge und Fairness (siche u. a. Borovenik 2011).
Wabhrscheinlichkeit ist nur eines von vielen Konzep-
ten, mit Zufall umzugehen; als solches ist es mit kon-
kurrierenden Vorstellungen konfrontiert.

Unter den Fehlvorstellungen taucht immer wieder
die Suche nach Mustern in den vorhandenen Daten
auf. Es ist ein mithsamer Weg, Lernende davon zu
iiberzeugen, dass der Zufall jedes Muster ,erzeu-
gen“ kann, dass es aber keine Préiferenzen gibt. Erst
unter den so genannten iid-Bedingungen (indepen-
dent, identically distributed), das sind Versuche, die
unabhéngig unter denselben Bedingungen realisiert
werden, ist es sinnvoll, Haufigkeiten auszuzihlen
und damit eine unbekannte Wahrscheinlichkeit zu
schétzen. Wenn die Daten durch davon abweichende
Bedingungen entstehen, ist eine solche Deutung von
Wahrscheinlichkeit und eine Schitzung unzuldssig.

Das ist das Problem in vielen Anwendungen, weil ja
die Zuschreibung des Charakters einer Zufallsstich-

probe fiir die vorhandenen Daten oft mehr einem
Wunschdenken entspringt als dann tatsdchlich erfiillt
ist. In der Praxis werden verstirkt Prozesse unter-
sucht, die keineswegs als unabhéngige Realisierun-
gen desselben Experiments gelten; Abhéngigkeiten
zwischen den Daten sind vorhanden. Wie soll man
dann stochastische Modelle anwenden?

Markow-Ketten bilden irgendwie eine Spange zwi-
schen zwei widerspriichlichen Konzepten — nédmlich
Muster und Zufall. Der Zufall wird durch vom er-
reichten Zustand abhingige bedingte Wahrschein-
lichkeiten modelliert. Insofern ein reizvoller Ansatz,
Muster und Zufall zu ,,versohnen®.

Praktikanten an der Universitat

Vermehrt bemiihen sich die Universititen, interessier-
te Jugendliche schon zu Schulzeiten an die Universi-
tét heranzufiihren. Dazu gibt es Projekte im Sommer
wihrend der Schulferien, in denen die Jugendlichen
am Institut ,,eingebunden* werden. Es erhebt sich
natlirlich die Frage, womit man sie ,,beschiftigt®.
Soll man sie die Grundbegriffe studieren lassen, gibt
man ihnen Aufgaben wie in der Schule, die sie 16sen
konnen und bespricht man dann die Losungen, oder
bringt man ihnen Programmieren bei, was in der spi-
teren Praxis enorm wichtig ist?

Um das Interesse der jungen Leute zu wecken, wird
man vielleicht Kopieren des Schulstoffs vermeiden,
und sie gleich an wichtige praktische Fragestellun-
gen heranfithren. Die Motivation ist groBer, wenn
man lberraschende Begriffsbildungen verwendet
und wenn sie ein Ergebnis herzeigen kdnnen.

Mit Markow-Ketten kann man Muster auf probabi-
listischem Weg erzeugen, das trifft zunichst auf Er-
staunen. Man kann dabei literarische Texte oder be-
stimmte Musik zuféllig erzeugen wollen. Wir haben
uns flir Goethe entschieden. Als technisches Hilfs-
mittel setzen wir R ein, das die Praktikanten im Ver-
lauf der Arbeit nach und nach erlernen.

Zwei Anwendungen von Markow-Ketten

Am einfachsten fiihrt man in das Prinzip anhand der
klassischen Anwendungen ein.

Die Simulation von Texten ist eine der klassischen
Anwendungen der von Andrej Andrejevich Markow
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eingefiihrten und nach ihm benannten Zufallsfolgen.
Hierbei wird ein Text in seine Bausteine (Buchstaben
oder Worter) zerlegt und dann die Wahrscheinlich-
keiten des Aufeinanderfolgens dieser Bausteine als
relative Haufigkeiten ermittelt. Dieses Aufeinander-
folgen passiert nicht unabhingig vom jeweils davor-
stehenden Kontext, da sich naturgemif ein sinnvoller
Text von einer rein zufalligen Buchstabenfolge deut-
lich unterscheidet. AnschlieBend lassen sich ausge-
hend von einem oder mehreren Startbausteinen Texte
simulieren, indem neue Bausteine geméall den vorher
geschitzten bedingten Verteilungen ausgewiirfelt
werden. In diesem Beitrag werden Buchstaben als
Textbausteine betrachtet. Der technische Aufwand
steigt, wenn man zu Worten iibergeht, das Prinzip
bleibt aber das gleiche.

Christmann (o. J.) beschreibt vielfdltige Verbindun-
gen zwischen Mathematik und Musik und zwischen
Zufall und Musik. Eine betrifft die Modellierung von
Musikstiicken mittels Markow-Ketten. Er schriankt
dabei die Komplexitit des musikalischen Gesche-
hens ein und modelliert nur die Tonhohe. Wie cha-
rakteristisch sind bestimmte Komponisten? Wie kann
man deren Melodiefiihrung ,,simulieren*?

Bei Vorgabe des Rhythmus kann man oft schon be-
reits nach 3 oder 4 Ténen den Komponisten erken-
nen. Es gibt also nach n aufeinander folgenden T6nen
bereits eine enge Wahl fiir den folgenden Ton. Diese
Uberginge schiitzt man aus den Werken eines Kom-
ponisten und simuliert mit diesen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten die weitere Abfolge. Orientiert man
sich nur am vorhergehenden Ton, so wird das Ergeb-
nis eine schlechte Ubereinstimmung mit dem Kom-
ponisten bringen. Allerdings mit ,, Tiefen von 3 oder
4 erhélt man — mit einer entsprechenden hédndischen
Nachbearbeitung (Arrangement) — durchaus akzep-
table Ergebnisse, wie man auch auf der Internet-Seite
von Christmann horen kann (etwa im Beispiel eines
Gospel-Songs).

Das Ergebnis kann noch stark verbessert werden, denn
aus der Vielzahl der musikalischen Parameter (Ton-
héhen, Tondauern, Tempo, Klangfarbe, ...), wurde ja
nur die Tonhohenfolge als ein durchaus wesentlicher
Charakterzug modelliert. Christmann selbst zieht
aber einer solchen Verfeinerung zur Simulation be-
stimmter Komponisten einen systemischeren Ansatz
vor, der nicht mehr auf Markow-Ketten setzt, siche
die angegebene Internet-Seite.

Manches Mal sind Markow-Ketten an einen anderen
Prozess von Zufallsexperimenten (mit unabhingigen
identischen Wiederholungen des Experiments) ange-
schlossen, wie etwa im Beitrag von Riehl (2011) in

diesem Heft. Wirft man einen Wiirfel, so kann man
nach der Zahl der Runs (der Abfolgen gleicher Er-
gebnisse) bestimmter Linge (etwa der Lange 4) fra-
gen. Der Zustandsraum besteht also nicht aus den
Ergebnissen des Wiirfelns selbst, sondern aus dem
»Zustand®, wie viele Runs der vorgegebenen Linge
man schon hat und wie viele Ergebnisse im letzten
Run schon vorhanden sind. Darauf kann man dann
die neuen bedingten Wahrscheinlichkeiten ansetzen,
weitere Zustdnde zu erreichen.

2 Markow-Ketten

Bei der Textsimulation kommen diskrete Markow-
Ketten mit endlichem Zustandsraum zur Anwendung.
Der Zustandsraum wird durch das entsprechende Al-
phabet L = {/]i=1, ..., n} gebildet, der vorgegebene
Text sei eine endliche Folge 7= {c, c,, ..., ¢} von
N Zeichen c, aus dem Alphabet L. Wenn man die Fol-
ge T als die Realisierung einer Markow-Kette erster
Ordnung auffassen will, muss diese die sogenann-
te Markow-Eigenschaft besitzen, siche z. B. (Viertl
1997):

P(Cz = Ct |Ct—1 = Ct—l ? Ct—2

P(Cl‘ = Ct |thl = clfl

=C ,,....,C =c)=

(1)

D. h., die stochastische Abhdngigkeit darf sich nur
auf den unmittelbaren Vorgénger des aktuellen Zu-
stands erstrecken. Bei der Simulation eines Textes
aus einzelnen Buchstaben ist die Beschrankung der
Abhéngigkeit auf den unmittelbaren Vorgéngerbuch-
staben aber nicht ausreichend. Hier kommt nun die
Markow-Kette k-ter Ordnung ins Spiel, deren grund-
legende Eigenschaft lautet:

P(Ct - ct|Ct—1 = ct—l ’ Ct—z

P(C,=c|C  =c ,...C =c

11

=¢,,...C,=c)=

2)

t-k

Somit ist der aktuelle Zustand nun von seinen k Vor-
gingern abhidngig. Fir diskrete Markow-Prozesse
mit endlichem Zustandsraum lassen sich die ein- und
mehrstufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten in ei-
ner Matrix oder einem Array héherer Ordnung zu-
sammenfassen,

Pr=(p)),,-, ..
p,=P(C,=jIC =i
Py=((Py))i) -1,
P,=P(C=jIC  =i,C =k

usw. Im Falle einer Markow-Kette erster Ordnung
gilt speziell P, =P, - P ; das trifft aber fiir Ordnun-
gen grofler 1 nicht mehr zu.
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3 Simulation von Texten

Fiir die Details der Umsetzung siche die Beschrei-
bung des Programms in R, welches unter wwwu.uni-
klu.ac.at/agebhard/mcksim/ abrufbar ist. Die Studie-
renden hatten sich unter anderem mit den Problemen
auseinanderzusetzen, die sich daraus ergeben, dass
die Arrays fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
einerseits eine sehr grole Dimension, andererseits
aber fast nur Nullen als Eintrdge haben. Viele will-
kiirliche Buchstabenfolgen haben in einem sinnvol-
len Text keinen Platz. Nach dem Laden der Library
nksim werden Ubergangsmatrizen der Ordnung 1
durch folgenden Befehl geschétzt:

> Pl <- estletter ("ababcabcdadb")

> P1

a b c d
a 0.0000000 0.75 0.0000000 0.25
b 0.3333333 0.00 0.6666667 0.00
c 0.5000000 0.00 0.0000000 0.50
d 0.5000000 0.50 0.0000000 0.00

Bei Ubergangsmatrizen héherer Ordnung wird die
Ordnung als weiterer Parameter angefiigt:
> P2 <- estletter ("ababcabcdadb", 2).

Die Simulation eines Texts von 30 Zeichen wird
durch den Befehl simulletter (30, P1, P2) aus-
gefiihrt, wenn zuvor auf P1 und P2 die geschétzten
Ubergangswahrscheinlichkeiten erster und zweiter
Ordnung schon gespeichert sind.

Folgende Beispiele illustrieren die Methode und ih-
ren relativen Erfolg. Als Beispiel der Textsimulation
dient Goethes Faust, als Textdatei ist er z. B. wie an-
dere Klassiker iiber das Projekt Gutenberg verfiigbar
und umfasst ca. 10kB an Zeichen. Zunéachst ein paar
Zeilen simulierter Fausttext basierend auf einer Mar-
kow-Kette erster Ordnung:

dennn nd imedaunder ilédur desch ndild gehre we ufach t s
in laber weneickeirtagerkas h be zwer datibenendih eran
maler wen ziirickl

Mit einer Kette der Ordnung 3 kommt das Resultat
der deutschen Sprache schon etwas niher:

lauf so gewonnen such bedarung es in scholde niiten ir-
reibt sich in und segen kann mitwelt zur das ele gage per-
son mir hin der jugen was an

Erhoht man die Ordnung auf 5, konnte man das Er-
gebnis fast schon in einer Lesung préasentieren?

wer 14t das beste nicht minder wirklichkeiten gib unge-
bandigt jener sauberhauch so ein soll der offenbart vom
lesen was plagt ihr einen wehen was in tiefe schmerz her-
auf geh hin und man sprich mild und jedes element nach
jener satt vom lesen da und eh man sich dem schiittern
und immer dankbar seid ein freventliche reihe beigestalt
muf euch gliihn.

4 Anwendungen
Texte und Literatur

Der amerikanische Poet Jeff Harrison experimentiert
mit Markow-Algorithmen, um seine Texte zufillig
zu erzeugen. Ausschnitte seiner Werke kann man un-
ter Harrison (0. J.) nachlesen. Solche Sprachexperi-
mente gehen bis auf den Dadaismus im frithen 20.
Jh. zuriick. Ernst Jandl ist ein jlingeres Beispiel aus
der Region; er war allerdings stolz darauf, dass er die
Texte seiner inneren Kreativitit zu verdanken hat.

Eine weitere Anwendung von Markow-Ketten liegt
im Erkennen der Autorschaft anhand von Ubergangs-
matrizen bestimmter Ordnung. Dazu muss man auch
noch um Standards bei der Definition von Ubergin-
gen ringen. So werden etwa Namen weggelassen.
Entsprechend muss die Datenspeicherung normiert
werden (nicht alles ist in ASCII gespeichert).

Internet

In der virtuellen Welt der Internets gibt es viele Va-
rianten, die Identitdt zu ,,wahren“. Oder auch, eine
andere vorzuspielen und damit Reaktionen anderer
zu provozieren: Etwa in Chatrooms automatischen
Text erzeugen und warten, was passiert. Dazu wer-
den auch Markow-Algorithmen verwendet, siche
etwa Hutchens (1997), der allerdings das Ziel weiter
steckt und intelligente Konversation erzeugen will.

Markow-Algorithmen werden auch verwendet, um
Platzhalter- oder Spam-Webseiten zu betreiben. Spe-
zielle Algorithmen, die solche Internetseiten erkennen
sollen, versagen zum Teil; ja selbst fiir das fliichtige
Auge eines menschlichen Beobachters ist eine sol-
che Falschung nicht immer auf Anhieb zu erkennen.
Auf der anderen Seite trainieren Programmierer ihre
Spam-Abwehr u. a. mit Markow-Algorithmen, damit
diese sich interaktiv verbessert.

Im einfachsten Fall ist Ranking von Internetsei-
ten das Ergebnis der Simulation eines Nutzers, der
sich zufillig entsprechend der vorhandenen Links
weiter,,hantelt™. Statt mit Verzweigungswahrschein-
lichkeiten symbolisiert man die Graphen oft mit
Besuchswahrscheinlichkeiten. Die Bewertung einer
Seite durch PageRank kann man unter Gaijin (0. J.)
selbst sehen. Mehr zur Verbindung des Ranking mit
Markow-Ketten findet man in Demleitner (o. J.)

Monte-Carlo Integration

Ein unerwartetes Anwendungsgebiet des Zufalls
liegt in der Bestimmung nicht geschlossen losbarer
bestimmter Integrale, und auch dort spielen Markow-
Ketten letztendlich wieder eine Rolle. Die Bestim-
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mung solcher Integrale wird zundchst quasi in Um-
kehr des Prinzips der geometrischen Wahrscheinlich-
keit als “hit-and-miss”-Verfahren eingefiihrt: Man
werfe zufillig gleichverteilt Giber einen begrenzten
Ausschnitt des Graphen der zu integrierenden Funk-
tion Punkte. Der Anteil der Punkte, die ,,unterhalb*
des Graphen liegen, bestimmt das gesuchte Integral
als eben diesen Teil der (liblicherweise rechteckigen)
Fliache, die mit gleichverteilten Punkten ,bestreut*
wurde, vlg. Jones, et al. (2009). Wahrend dieses
Verfahren im eindimensionalen nicht wirklich mit
numerischer Integration konkurrieren kann, wendet
sich dies zugunsten dieser sogenannten Monte-Carlo
Integration in hoheren Dimensionen.

Nachdem also auf diese Weise Integrale mit Zufalls-
zahlen bestimmbar sind, geht man nun weiter mit der
Idee spezielle Integrale, ndmlich Erwartungswerte,
ebenfalls durch das einfache Mitteln der dazu passen-
den Zufallszahlen zu bestimmen. Man benotigt also
einen Zufallsgenerator fiir eine bestimmte Dichte-
funktion f{(x), so dass man mit den danach ausgewtir-
felten Zufallszahlen das Integral

EX) =[x f()dx

einfach als Mittelwert bestimmen kann. Hier kom-
men Markow-Ketten erster Ordnung ins Spiel. Man
nutzt eine ihrer speziellen Eigenschaften aus, nimlich
die Existenz einer Grenzverteilung, die gerade dem
gewlinschten f(x) entsprechen muss. Die Grenzver-
teilung l4sst sich aus den Potenzen der Ubergangs-
matrix bestimmen, vgl. Suess und Trumbo (2010).
Diese Verfahren werden unter dem Begriff Markov-
Chain-Monte-Carlo (MCMC) zusammengefasst. In
der Bayesschen Statistik werden von den so bestimm-
ten Zufallszahlen nicht nur das Mittel, sondern auch
Streumale oder mittels Kernschitzern die gesamte
Verteilung weiter genutzt.

5 Unsere Praktikanten

Abb. 1:

Unsere Praktikanten bei der Arbeit

Wir zitieren gerne aus dem Resiimee unserer Prakti-
kanten Michael Eichholzer und Johannes Steinbacher
(2. bzw. 3. Klasse Oberstufe):

,»Da man sich das Themengebiet nach eigenem Inte-
resse aussuchen konnte, war, anders als im Schulun-
terricht, fiir mehr Motivation und Laune beim Arbeiten
gesorgt. [...] Obwohl die Anforderungen hoher waren
als in der Schule, beschéftigte man sich doch gerne mit
der Materie, da man genau das lernte, was einen auch
wirklich interessiert.*
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